BAC C Paris — 1980 — Correction Probleme I

Probleme
PARTIE A
1.
f(x):j: 1it2 dt xeI=|-1;1|.
l.a
1 _ L 11,1,
1—¢2 (1—=t)(1+t) 2 1+t 1—t”

1.b
170 1 10 1 1 x 1 x
=i Lt [ Lde= L1+~ L[n(1-¢
fx) 2{1+t +2{1—t | In(1+0)=3{n(1-0)]
1 1+x
=1
f(x)=bin[ 12
f(—x)=—f(x), donc f est impaire. La fonction f est continue et dérivable sur I et si F désigne la

alors :

primitive de la fonction g(x)=——

1—x

£'(x)=(F(x)-F(0))'= 1X2,docher,f'(x)>0
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2.

La fonction f est strictement croissante et continue sur I, donc f est bijective sur I.

soit u>0 f(x)=In(u) donc il existe une et une seule solution x € I telle que:

1 1+x |_
Eln(l_x)—ln(u)

1n(1+" ):m(:ﬁ)

14X _ 2 soit x(1+u’)=v’—1
1—Xx

u'—1
w+1

donc x=

PARTIE B

On pose rzg pEIN g€IN avec p et q premiers entre eux et r>1.

IN" désigne I’ensemble des entiers strictement supérieurs a 1.

1

Soient a et b deux entiers premiers entre eux avec a>b . Soit d =pgcd (a+b, a-b) alors

d/ a+b et d/ a-b donc d / a+b -(a-b)=2b et d/ a+b + a-b= 2a.

Z; gg donc d/ pged(2a,2b) or pged(2a,2b) = 2 pged(a,b)=2 car a et b premiers entre eux.

Donc d/2, soit d=1 ou d=2.
Si a et b impair alors a+b pair et a-b pair donc d=2.

Si a et b ont des parités différentes alors a+b impair et a-b impair donc d=1.
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2.

1 1
—)=1 eN’ —€&Tetr>1.
f(m) n(r)m donc Eletr

D’apres 2. on a:

1_r’-1

m r’+1
_r’+1_p’+q’
m= 2 - 2 2
r-1 p'—q

p? et g2 premiers entre eux donc pged (p? +qg2, p2—q?) = 1 ou 2 d’apres 1/.

* Sipgcd (p?+@% p?—@?) =1:

2+ 2 = .
[ p . q ; U avec u et v premiers entre eux
p -—q°=v

u '
donc m=— donc v=1 car m€IN".
v

[p22+q22=bi donc (p—q)(p+q)=1 impossible car q est un entier non nul.
p -—q°=

* Sipged (p? +@% p?—@?) =2

. 2 2— .
soit p°tq 2u avec u et v premiers entre eux
p*—q*=2v

u '
donc m=— donc v=1 car m€IN".
%

[p2+q2=2u donc (p—q)(p+q)=2 donc :
p*—q?=2

Soit [p +q=21 donc 2 p=3 impossible car p entier naturel.
p—q=

Soit [p+q= L donc 2 p=3 impossible.
p—q=2

Il en résulte que 1’équation n’admet aucune solution.
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3
a.
2f(—)=In(2)
1+l 1+l 1
In| —™ |=In(2) donc — =2 3(=)=1 donc m=3.
1 1 m
1-= 1-=
m m
2f(—)=In(4)
1+i 1+l 1 .
In| —™ |=In(4) donc — =4 5(—=)=3 donc m=2 impossible car meN".
1 m 3
1-— 1-=
m m
b.

1 1
o e 1 +1 +
In| —2 |=In(r) —2=r (1+r)(=)=r—1 soit m="= donc m=£2%.
1_l 1_i m r—1 pP—q
m m
D’apres 1/:
* sipetqontdes parités différentes alors pged( p+q, p-q) =1 donc m ne peut étre un entier
:v+1
que si P+4=V donc 2 donc v =2k+1 etr:2k+2 etr:1+i et m=2k+1.
p—q=1 q:v—l 2k 2k
2

Inversement si r= 1+% alors m=2k+1 solution de 1’équation.
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* Sipetqsont tous les deux impairs alors pgcd( p+q, p-q) =2 donc :

= . u
P+q=2U gyec y et v premiers entre eux et m=< donc v=1.
p—q=2v v

prq=2u | p=u+l y pair oy soier=4 =102 2142 erm=2k
[p—q:2 {qzu—l u pair (2k) soit r — = T et m .

. 2
Inversement si r=1+
2k

] alors m=2k est bien solution de 1’équation.

En conclusion, si r= 1+E avec K entier pair ou impair alors I’équation a une solution m=K+1.

4.

Equation a 2 inconnues :

f(%)+f(%):1n(r) (m,n)eIN"XIN".

r’+1
r’—1

mn—(m+n) +1=0

(m—s)(n—s)=t donc mn—(m+n)s+s°=t

donc
S T s 2_1: (FP+1) (=17 _ 2r*(2)
r'— r’—1 (r’=1)y (r’=1)
4r’ r'+1
t= et s=
(r’=1)y r'—1
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b.
f()+()=In(2).

_ _16 _5 (o 5y,_2\_(4
r—2donct—9 5—3 (m 3)(n 3) (3)

la seule solution pour m et n dans IN" :

donc m=n=3.

)+ ()=In(4)

2
r=4 donc t=6—42=(£) et s= 1L
15 15 15
17 17, _, 8
17 _ 8 m— 17 _ 64
T 1 12 122
1515 125 dmet pas de solutions entieres. Idem pour : 1515
n—gz& n—1—7—1
15 15 15
17 _ 16 17 _ 32
m——=— m——=-—
1515 oy 1515 o admettent pas de solution entiére.
17_4 | 172
15 15 15 15

Cette équation n’admet donc aucune solution.
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