Limites et suites d’intégrales logarithmique — correction probleme I

Partie A

On considére la fonction f,(x)=In""*(x)—In"""(x) définie sur I’intervalle I= [1,e] avec n entier et

n=?2.

. u un ex um sur [ qu 3 inera. 8si
1. Montrer que f, passe par un extremum sur I que 1’on déterminera. On désigne par a,,

I’abscisse de cet extremum.

Vxel In"°(x)=0

f'(x)=0 si n—2>(n—1)In(x) soit ln(x)SZ:i.
Conclusion :

n—2
x< e" " alors f, est croissante.

N

n—

-

n—

x> e" " alors f, est décroissante.
-2

il en résulte que f, est maximum sur I quand x=a,=e" .

=

2. Calculer lim a,.

n - oo

lim 2=2=1 donc lim a,=e.

noo N— n— o

(n_z)n—Z.
(n—1)""

fx)=hla) =122 - (122) o(n2) g 12

3. Endéduire que: Vxe€I f,(x) <
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(n_2)n72

donc VxeI fn(x)s(n_l)nl.

Partie B

e
Soit la suite I n=f In"(x)dx avec n entier.
1

1 Calculer I, et I,.
I,=e—1.
Ilz[xln(x)—x]i:L
2 Montrer que : I,>0.
V x€I In"(x)=0 donc I,>0.
3 Dans la suite du probléme on considére que n>2.
3.1 Etablirque I,=(n—1)(I, ,—1, ,).
En intégrant par partie :
f'(x)=In(x) f(x)=xIn(x)-x
g(x)=ln""(x)  g'(x)=(n=1)In"(x)())

I, = [ln”_l(x)(xln(x)—x)]i—(n—l) (In""'(x)—1In""?)dx

= C—

In = (n_l)(1n72_1n71)'
3.2 En déduire le sens de variation de I,

I.>0donc I, ,>1I,_,. La suite I, est donc décroissante.

n—2
4 Démontrer que I, < (e—l)(z—_i) .

D’apres la partie A, on a :

=2y o =2
f.(x) < o soit I,<(n 1)X.{—(n_1)n_1dx
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n_2 n-2
d’ou IHS (e—l)(m)

5 En déduire lim I .

n- oo

n-—2
D’aprés 4/ I, < (e—1)(”_2)

n—1
(n ) )"—2_ e(n72)><ln(z:i)

n—1
=2 1 donc ln(n_2)<0
n— n—1
n 2 n—2

donc lim | —— =0

noo \N—
or

n_2 n—2

0<I < (e—1

donc d’apres le théoreme des gendarmes : lim I, = 0.

n- o
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