
Limites et suites d’intégrales logarithmique – correction problème

Partie A

On considère la fonction  f n(x)=lnn−2(x)−lnn−1(x) définie sur l’intervalle I= [1 , e ] avec n entier et 

n≥2.

1. Montrer que f n passe par un extremum sur I que l’on déterminera. On désigne par an 

l’abscisse de cet extremum.

f n ' (x)=
1
x
(n−2) lnn−3(x)−(n−1) lnn−2(x) 1

x

= lnn−3(x)(1
x

)((n−2)−(n−1) ln (x)) .

∀ x∈I lnn−3(x)≥0

f ' (x)≥0 si n−2≥(n−1) ln (x) soit ln (x)≤n−2
n−1

.

Conclusion :

x≤ e
n−2
n−1 alors f n est croissante .

x≥ e
n−2
n−1 alors f n est décroissante .

il en résulte que f n est maximum sur I quand x=an=e
n−2
n−1.

2. Calculer lim
n→∞

an.

lim
n→∞

n−2
n−1

=1 donc lim
n→∞

an=e .

3. En déduire que : ∀ x∈I f n(x) ≤
(n−2)n−2

(n−1)n−1 .

f n(x)≤f n(an)=( n−2
n−1

)
n−2

−( n−2
n−1

)
n−1

=( n−2
n−1

)
n−2

(1−n−2
n−1

)
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donc ∀ x∈I f n(x)≤
(n−2)n−2

(n−1)n−1.

Partie B

 Soit la suite I n=∫
1

e

lnn(x)dx avec n entier.

1 Calculer I₀ et I₁.

I 0=e−1.

I 1=[ xln(x)−x ]1
e =1.

2 Montrer que : I n≥0.

      ∀ x∈I lnn(x)≥0 donc I n≥0.

3 Dans la suite du problème on considère que n≥2.

3.1 Etablir que I n=(n−1)( I n−2−I n−1).

        En intégrant par partie :

         
f ' (x)=ln (x) f (x)=xln(x)−x

g(x)=lnn−1(x) g ' (x)=(n−1) lnn−2(x)( 1
x
)

         I n = [ lnn−1(x)(xln(x)−x)]1
e
−(n−1)∫

1

e

(lnn−1(x)−lnn−2)dx

I n = (n−1)( I n−2−I n−1) .

3.2 En déduire le sens de variation de I n.

        I n≥0 donc I n−2≥I n−1 . La suite I nest donc décroissante.

4 Démontrer que I n≤ (e−1)(n−2
n−1)

n−2

.

      D’après la partie A, on a :

      f n(x) ≤
(n−2)n−2

(n−1)n−1 soit I n≤(n−1)×∫
1

e (n−2)n−2

(n−1)n−1 dx
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 d’où   I n≤ (e−1)(n−2
n−1)

n−2

5 En déduire lim
n→∞

I n.

  D’après 4/   I n≤ (e−1)(n−2
n−1)

n−2

  (n−2
n−1 )

n−2

= e
(n−2)×ln (n−2

n−1
)

   
n−2
n−1

<1 donc ln ( n−2
n−1

)<0

donc lim
n→∞(n−2

n−1 )
n−2

=0

   or :

   0≤I n≤ (e−1)(n−2
n−1)

n−2

   donc d’après le théorème des gendarmes :  lim
n→∞

I n = 0.
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