
Correction problème BAC C Paris - 1982

fk(x) =
xk

√
x2 + 1

∀x ∈ R, k ∈ N, k > 0.

1

a.

f ′
k(x) =

kxk−1
√
x2 + 1−

− 2x

2
√
x2 + 1

xk

x2 + 1

f ′
k(x) =

kxk−1(x2 + 1)− xk+1

(x2 + 1)
3
2

f ′
k(x) =

kxk+1 + kxk−1 − xk+1

(x2 + 1)
3
2

f ′
k(x) =

xk−1(x2(k − 1) + k)

(x2 + 1)
3
2

∀k ≥ 1 f ′
k(x) ≥ 0 pour x ≥ 0 donc la fonction fk est croissante sur R+

Si k est pair alors fk est decroissante sur R−

Si k est impair alors fk est croissante sur R

b.

fk(x) =
xk−1√
1 + 1

x2

lorsque x ≥ 0

donc
fk(x)

x
=

xk−2√
1 + 1

x2

si k=2 alors lim
x→∞

fk(x)

x
= 1

Si k >2 alors lim
x→∞

fk(x)

x
= ∞

Si k <2 alors lim
x→∞

fk(x)

x
= 0

donc :
si k=2 alors f2(x) admet une branche infinie y=x
Si k >2 alors fk(x) admet une branche infinie de direction Oy
Si k <2 alors fk(x) admet une branche infinie de y=0
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c.

∀k > 0 fk(0) = 0

∀k > 0 fk(1) =
1
√
2

Donc O et A

(
1;

1
√
2

)
points fixes pour fk

2

Ik =
∫ 1

0
fk(x)dx ∀k ∈ N

a.

g(x) = Log(x+
√
x2 + 1)

g′(x) =

1 +
2x

2
√
x2 + 1

x+
√
x2 + 1

g′(x) =

√
x2 + 1 + x

(x+
√
x2 + 1)(

√
x2 + 1)

g′(x) =
1

√
x2 + 1
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donc g(x) est une primitive de f0(x).

I0 =
∫ 1

0

1
√
x2 + 1

dx = [log(x+
√
x2 + 1)]10

I0 = log(1 +
√
2)

b.

I1 =
∫ 1

0

x
√
x2 + 1

dx = [

√
x2 + 1

2
]10

I1 =

√
2− 1

2

c.

On considere k≥ 2 :

Ik =
∫ 1

0

xk + xk−2

√
x2 + 1

dx−
∫ 1

0

xk−2

√
x2 + 1

dx

Ik =
∫ 1

0
xk−2

√
x2 + 1 dx− Ik−2

Integrons par parties :

f ′(x) = xk−2 f(x) =
xk−1

k − 1

g(x) =
√
x2 + 1 g′(x) =

x
√
x2 + 1

Ik = [
xk−1

√
x2 + 1

k − 1
]10 −

1

k − 1

∫ 1

0

xk

√
x2 + 1

dx− Ik−2

Ik =

√
2

k − 1
−

1

k − 1
Ik − Ik−2

(k − 1)Ik =
√
2− Ik − (k − 1)Ik−2

kIk =
√
2− (k− 1)Ik−2 (1)

En posant k=2 dans (1) : 2I2 =
√
2− I0 =

√
2− log(1 +

√
2)

I2 =
1
√
2
−

1

2
log(1 +

√
2)

En posant k=3 dans (1) : 3I3 =
√
2− 2I1 =

√
2− 2(

√
2− 1

2
) = 1

I3 =
1

3

d.

Ik =
∫ 1

0
fk(x)dx

∀x ≥ 0
xk

x2 + 1
≤ xk donc Ik ≤

∫ 1

0
xkdx = [

xk+1

k + 1
]10

donc Ik ≤
1

k + 1

or fk(x) est positive sur [0,1] donc Ik ≥ 0
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soit 0 ≤ Ik ≤
1

k + 1

donc lim
k→∞

Ik = 0

3

un = fk(un−1) ∀n ∈ N

a.

0 < u0 < 1 donc u1 =
u0√
u2
0 + 1

< u0 < 1 ∀k > 0

De plus u1 > 0 car u0 > 0

un =
uk
n−1√

u2
n−1 + 1

si un−1 > 0 alors un > 0

on a un < uk
n−1 or si un−1 < 1 alors uk

n−1 < un−1 < 1 donc un < 1 et par récurrence on en déduit
que :
0 < un < 1 ∀n ∈ N

Si un−1 > un alors fk(un−1) > fk(un) car fk est strictement croissante sur ]0; 1[ d’après 1.a)
donc un > un+1 et par récurrence on en déduit que un est décroissante.

b.

k ≥ 2 et n ≥ 1 un =
uk
n−1√

u2
n−1 + 1

=
uk
n−1

|un−1|

√
1 +

1

u2
n−1

or un−1 > 0 d’après a)

donc un =
uk−1
n−1√

1 +
1

u2
n−1

<
uk−1
n−1√
2

car
1

u2
n

> 1 puisque un < 1

or pour k > 1 uk−1
n−1 < un−1 car un−1 < 1

donc un <
un−1√

2
∀k > 1

un <
un−1√

2
<

un−2
√
2
2 <

u0√
2
n

donc 0 < un <
u0√
2
n

il en résulte que lim
n→∞

un = 0
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4

gk(x) = fk(x)dx ∀x ∈ [0; 1]

a.

d’après 1.a) fk est strictement croissante sur [0 ;1] pour k > 1 et de plus fk est continue sur [0 ;1]
donc gk est bijective et admet une fonction réciproque g−1

k .

b.

Les courbes s’obtiennent par symétrie par rapport à la droite y=x.
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c.

y = f1(x) =
x

√
x2 + 1

⇔ (x2 + 1)y2 = x2 ⇔ x2(1− y2) = y2

donc g−1
1 (x) =

√
x2

1− x2

y = f2(x) =
x2

√
x2 + 1

⇔ y2 =
x4

1 + x2
⇔

x4 − x2y2 − y2 = 0

posons X = x2 on a alors :
X2 −Xy2 − y2 = 0

∆ = y4 + 4y2 = y2(y2 + 4)

X =
1

2
(y2 + y

√
(y2 + 4)) (l’autre solution est impossible car X > 0)

x =

√
1

2
(y2 + y

√
(y2 + 4))

g−1
2 (x) =

√
1

2
(x2 + x

√
(x2 + 4)).
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