Correction probleme - BAC C - Pondichéry - 1982

E est une espace affine et B son espace vectoriel associé.

f1 et fo deux applications affines et f; et fo les endomorphismes associés.
fi(M) = My et fo(M) = Ms et M’ image par { du point M.

f(M) barycentre de oy M7 et aaMs et a3 + ap = 1.

Partie A

f1 translation de vecteur Vj et fo translation de vecteur ?2
M, =M +
My =M+ Vs

f(M) = a1 f1(M) + az f2(M)
= alMl + O[QMQ

F(M) = M+ onV; + sV

f est donc une translation de vecteur a171 + 01272.

E est un plan affine, D une droite affine, D’ une droite vectorielle de direction distincte de D.
f1 = Ide et f3 la projection affine sur D de direction D’.

a.
Soit M un point de D : f(M) = oy f1(M) + agfo(M)
f(M)=a1M + asfo(M) or fo(M)= M car f projection affine sur D.
f(M) = (a1 +a)M =M
Les points de D sont donc invariants par f.
b.

ey
MyM' = f(M) — fo(M)
!
MoM' = on M + agfa(M) — fo(M)
MoM' =y M + (aa — )My = oy M — a1 M,
_— T
MQM/ = OélMgM

https://www.exosmath.fr



Correction probleme - BAC C - Pondichéry - 1982

Sia=2:

Si a = —1 alors f est une symétrie par rapport a D de direction D’.

Partie B

£1(M) = £(0) + f1(0M)

f2(M) = £2(0) + f2(0M)

FOM) = a1 (M) + az fo (M)

= a1 f1(0) + a2 f2(0) + a1 f1(OM) + az fo(OM)
= f(0) + a1 f1(OM) + a2 fo(OM)

En posant O’=f(O) :

O'M' = ay f1(OM) + ay fo(OM)
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f1 et fo deux homothéties de rapport ki et ks :
— ——
O1M; = kiOM

— —
Ox My = koeOM

OIM/ = Ozlfl(OM5 + OéQfQ(OM§ = OlelMl + OéQOQMQ
.

= (Oélkl + CMQ]CQ)OM

—

O'M = (0 (ky — ks) + kn)OM

—
— k1 #£ ket ag = ,31__’“,32 alors ? = Ide et f est une translation.
— k1 #£ ket ag = kl_f}iz alors f est une application constante.

— dans les autres cas f est une homothétie de rapport ay (k1 — ko) + ko.

a.
(A,B,C,D) paralléllogramme du plan affine E. Soit g une application affine. xﬁ = D?
9(B) = g(A) +9(AB
9(C) = g(D) + g(DC
or AB = DC donc g(AB; = g(DC; donc g(B) — g(A) = ¢g(C) — g(D)
donc g(A)g(B) = g(D)g(C}
(g(A),g(B),g(C),g(D)) est donc un paralléllogramme.
b.
Soit deux paralléllogrammes (A;, B1,C1, D) et (A, Ba, Ca, Ds).
s
AlBg = Dng
As By = DyCy

A2 B2

Al

B1
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—_— —_—
(A1, B1,C4, D1) non applati donc A1 By et A; Dy sont non colinéaires et (A By, A1D;) forment
une base du plan affine.

ﬁ
Soit 'application linéaire fy définie comme image de cette base telle que :

f2(A1315 = AsB;

f2(A1D15 = AsD,

fa(A,Cy) = E(A1B1 + A1 D4)

= f2(A1B1) + fo(A1D1) = A3 By + Ay Day= Ay
%
Soit application affine fo d’endomorphisme fo définie telle que : fo(A41) = Ay

Pour tout point de M :

12(M) = fo(A) + (A1 M)

fa(B1) = As + fa(A1B1) = Az + A3By = By
J2(C1) = As + Fo(A1C) = As + A5Ch = Cy
fo(Dy) = Az + fo(A1D1) = Az + AsDj = Dy

A = a1 A1 + agAs
B = a131 + 04232
Cl = 04101 + 04202
D/ = O[1D1 + O[QDQ

=4 ’ ’
AB =B — A =a1A1B1 + asAs By = a1 D1C1 + as D> Cs.

— _— o
D/O/ — C’ — D, = alchl + a2D202'

/ ! Yall 9 9 9 b 4
A’B" = D'C’ donc (A’,B’,C’,)D’) est un paralléllogramme.

|

https://www.exosmath.fr



Correction probleme - BAC C - Pondichéry - 1982

Partie C

E est un plan affine euclidien rapporté & un repere orthonormé. A tout point M de E on associe son affixe z.

1

Soit z; et z; les affixes des images du point M par les similitudes f1 et fs :
z1=a1z+b

Zo = a9z +b

Z/ = 121 + Qazo = (a1a1 + (12042)2’ + b1 + b2

— Si k = aja1 + asae # 0 alors f est une similitude de rapport |&|.
— Si k=0 alors 2’ = by + by et f est une application constante.

f1 et f2 deux similitudes de rapport k et d’angle 6 :

21 —ay = ke (z —ap)

29 —as = ke (z — ay)

2 =21 +agze = ajay + azan + ke (2 — (a1aq + asan))
Soit a l'affixe du barycentre A de (Ay, al) et (A2, a2) :

2 —a=ke?(z—a)

donc f similitude de rapport k et d’angle 0 et de centre A.

a.
g est une similtude directe donc conserve les angles orientés donc :
(9(A)g(B), g(A)g(D)) = (AB, AD)
(A,B,C,D) est un carré donc les 4 angles droits sont conservés par la similitude g de rapport k.
I4B|| = ||DC]| = |AD|| = || BC| =
KIAB|| = kIIDC]| = KI|AD|| = K||BCI| =
l9(A)g(B)|| = [lg(D)g(C)l| = lla(A)g(D)|| = llg(B)g(C)||
Il en résulte que (g(A),g(B),g(C),g(D)) est un carré.
b.

- —
Soit fo = Ha, r 0 Ra, ¢ composee d'une homothétie H de centre A et de rapport k et d’une
—
rotation R de centre As et d’angle 6. Le rapport de ’homothétie vaut k = %.
101

_>
Par définition fo est une similitude directe du plan E.

https://www.exosmath.fr



Correction probleme - BAC C - Pondichéry - 1982

2 carrés (A1,B1,C1,D1) et (A2,B2,C2,D2) tels que :

—

A1BI,AIDI = A2B2,A2D2

s S m—
A2B'1 = A1B1

A2D'1 = A1D1

—

—_— ——
0= ( A1B1,A2B2 )

Soit fy la similitude affine telle que :
f2(A1) = Az
f2(M) = f2(A1) + F2(AL M)

fo(A1By) = Ha, 1 0 Ra, 0(AsB)) = Ha, 1(A2B])

or NMsoBY = A2Bs avec A > 0

done N[ A;B7|| = || 4235 |

La rotation R conserve les longueurs donc :

— T
|[A2BY|| = ||A2B)|| = ||A1B1|| done A = k et kAyBf = A3B;

fo(A1B1) = Ha, x(A2B"1) = A3 By
f2(B1) = f2(AL) + f2(z4131;

—
= Ay + AyBy = By

De meéme :

fo(A\Dy) = Hay 1. 0 Ra, 9(AsD)) = Ha, 1.(As DY)

or AAQD{ = A2D2 avec A = 0
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donc A||A2DY|| = || A2 D3|

La rotation R conserve les longueurs donc :

142 D] || = || A D] || = [| A1 D |

or |[[A1 D] = [|A1B1|
. N
et [|[A2Da|| = |[A2Bs||

donc MA1 By = AyBy soit A =k

— —
il en résulte que kAs DY = A3 Do

dOIlC fg(AlDlj = HAQ,]C(A2D”1) = AQDQ

f2(D1) = f2(Al) + f2(A1D1;

—
= Ay +AyDy = Dy

F2(Ch) = fo( A1) + fo(ALCH)

e —
= Ay + fo(A1B1 + A1 Dy)

=A+ f2(A1315 + fz(A1D1§
= Ao+ AsBy + A3 Dy = Aoy + ACs

donc fg(Cl) = 02

A/ = ()(1141 + a2A2
B/ = O[lBl + OQBQ
C/ = alCl + OéQCQ
D' = a1 D + asDs

— -5’ 7

A/B/ _ B/ _ A/ — a1A1B1 +a2A2B2
s —_— —_—

D'C"=C"— D' = a1 D0 + asDyCs.

d’apres B-3c¢/ (A’,B’,C’,)D’) est un parraléllogramme et A’B’ = D'C’

—_— ——
A/BI.A/D/ = (OélAlBl + QQAQBQ) .(a1A1D1 + a2A2D2)

—_— —— —_— —_—
A/B,.A/D/ = OélOéQAlBl.AQDQ + alagAQBg.AlDl

o — o —

= 041042HA1B1 ‘ | ‘ |A2D2| |CO$(AlBl, AQDQ) + 041042| |A2B2||||A1D1||COS(AQBQ, AlDl)

—_— —
= arog||ALBi|[[A2Dz||cos(0 + 5) + craz|[A2Bs|||[A1D1|cos(—6 + 3)

(A1, B1,Cy, D) et (A1, B1,Cy, Dq) sont deux carrés donc :

[|[A2Ba|| = |[A2D2]| et |[A1D1]| = [|A1B1]|

— —— _
AB AD' = ajas|| A, By||||A2Ds||(—sin(6) + sin(6)) = 0

_—
A'B'1LA'D et (A’,B’,C’,)D’) est un parraléllogramme donc (A’,B’,C’,D’) admet quatre angles

droits.

A/CI.B/DI = (a1A16’1 + a2A202).(a131D1 + O[QBQDQ)

—_— = —_— =
= OélOéQAlCl.BQDQ + OélagAQCQ.BlDl
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o — o —

= OélOéQHAlClH”BQDQ” cos(AlCl,Bng) + 041062||A202||H31D1H COS(AQCQ,BlDl)

—

— — = — — =
== 041042‘|A101H||BQD2||COS(% + BlDl,BQDQ) + 041012‘|A202||||BlD1HCOS(% + BQDQ,BlDl)

o — o —

— e == s = = 4
= 041042HA101‘|||BQD2||(*S’LR(B1D1, BQDQ) + SZTL(BlDl, BQDQ)) =0.

[[A2Cs|| = [|B2Daf| .
puisque (A;, By, C1, D) et (Aa, Ba, Ca, Ds) sont deux carrés.
|[[B1D1]| = [|A1Ch|

N N o ——
donc A'C’".B'D’ = 0 soit A’/C' LB'D".

(A, B',C’, D) est un parraléllogramme avec quatre angles droits dont les diagonales sont
perpendiculaires, c¢’est donc un carré.

M/ = OélMl + OéQMQ
M rotation d’angle # = wt de centre A,
M rotation d’angle 8 = wt de centre Ag

Une rotation est une similitude de rapport 1 donc d’apres 2/ M’ décrit une rotation de centre
A et d’angle 8 = wt. A est le barycentre de (A1, 1) et (Aa, az).
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