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27/04/2024

Partie A

1.

 g(u)=f (
1+ tan (u)

2
).

f est une fonction dérivable ainsi que la fonction h(u)=
1+ tan (u)

2
 donc  g=f ∘h est bien une 

fonction dérivable sur  ]−π2 ,+ π
2 [.

g ' (u)=h ' (u)×f ' (h(u))=( 1

2cos2(u)
) × ϕ(h(u))=( 1

2cos2(u)
) × 1

2(
1+ tan (u)

2
)

2

−2(
1+ tan (u)

2
)+1

g ' (u)=( 1

2cos2(u)
) × 1

1
2
( 1

cos2(u)
)
=1 donc g(u)=u+C et g est bien une fonction affine.

2.

∫
0

1
1

2 t2−2 t+1
dt =f (1)−f (0). Or on note que :  g( π

4
)=f (1) et g(− π

4
)=f (0).

D’après le résultat obtenu en 1. :  g( π
4
)= π

4
+C et g(− π

4
)=− π

4
+C donc :

∫
0

1
1

2 t2−2 t+1
dt = π

4
+ π

4
= π

2
.
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Partie B

I ( p ,q)=∫
0

1

tP(1−t )qdt .

1.

Soit la fonction f (t )=t (1−t )=t−t2 définie sur [0,1]. 

f ' (t )=1−2 t  donc f est positive ou nulle et admet un maximum lorsque t=1
2

 avec f (1/2)= 1
4

.

soit ∀ t ϵ [0 ,1 ] 0≤t (1−t )≤ 1
4

 donc  0≤tn(1−t )n≤ 1

4n
, il en résulte que :

0≤I (n ,n)≤∫
0

1
1

4n
dt= 1

4n

lim
n→∞

I (n ,n)=0.

2.

I ( p+1 , q+1)=∫
0

1

t P+1(1−t )q+1dt .

En intégrant par partie :

∫ f ' g=[ fg ]−∫ g ' f

f '=t p+1 f= t p+2

p+2

g=(1−t )q+1g '=−(q+1)(1−t )q

I ( p+1 , q+1)= [ t p+2(1−t )q+1

p+2 ]
0

1

+ (q+1)∫
0

1

t p+2 (1−t )q

p+2
= q+1
p+2

∫
0

1

t p+2(1−t )qdt

I ( p+1 , q+1) = q+1
p+2

I ( p+2 , q).
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3.

I (n ,n)= n
n+1

I (n+1 ,n−1)=
n(n−1)

(n+1)(n+2)
I (n+2 ,n−2)=

n(n−1)(n−2)...1
(n+1)(n+2)...(n+n)

I (n+n ,0)

I (n ,n)= n!n!
(2n)!

I (2n ,0)

I (2n ,0 )=∫
0

1

t2ndt= [ t2n+1

2n+1 ]0

1

= 1
2n+1

donc I (n ,n)=
(n!)2

(2n+1)!
.

PARTIE C

1

∑
k=1

n

2k t k (1−t )k=∑
k=1

n

(2 t (1−t ))k=2 t (1−t ) x
1−(2 t (1−t ))n

1−2 t (1−t )

 S= 1

2 t2−2 t+1
−1−∑

k=1

n

2k t k (1−t )k= 1
1−2 t (1−t )

−1+ (1− 1
2 t (1−t )−1

)+
(2 t (1−t ))n+1

1−2 t (1−t )

S=
(2 t (1−t ))n+1

1−2 t (1−t )
.

2

vn=2n I (n ,n)

wn =∑k=1

n
vk =∑k=1

n
2k∫0

1
t k (1−t )k dt =∫0

1

∑k=1

n
(2 t (1−t ))2k=∫0

1 dt

2 t2−2 t+1
−∫0

1
dt−∫0

1 (2 t (1−t ))n+1

1−2 t (1−t )
dt

= π
2
−1−∫0

1 (2 t (1−t ))n+1

1−2 t (1−t )
dt
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Or d’après la partie 1/ :

0≤tn+1(1−t )n+1≤ 1

4n+1  donc 0≤∫0

1 (2 t (1−t ))n+1

1−2 t (1−t )
dt≤ 2n+1

4n+1∫0

1 dt

2 t2−2 t+1
=π 2n

4n+1=
π

2n+2

or lim
n→∞

π

2n+2=0 donc lim
n→∞

∫0

1 (2 t (1−t ))n+1

1−2 t (1−t )
dt=0

Il en résulte que : lim
n→∞

wn=
π
2
−1.
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